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Использование метода наименьших квадратов для идентификации параметров системы

Постановка задачи.

Имеется система, преобразующая сигнал U в выходной сигнал X.
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Дана эмпирическая таблица значений U и соответствующихему Х.

Необходимо восстановить вектор 
[image: image3.wmf]c

 по эмпирическим данным с помощью метода наименьших квадратов (далее МНК).

Представим преобразование системы в виде 
[image: image4.wmf])
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Тогда сумма квадратов отклонений для [image: image6.png]


 эмпирических наблюдений выглядит следующим образом:
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Возьмем производную по вектору 
[image: image8.wmf]c

 и приравняем производную к нулю. Учтем, что производная по вектору есть градиент, то есть вектор частных производных по каждой из переменных вектора.
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Минимум функции суммы квадратов отклонений ищем из уравнения:
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Так как 
[image: image11.wmf])
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– это матрица размерностью 
[image: image12.wmf])

1

(

´

m

, то умножение
[image: image13.wmf])
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 саму на себя невозможно. Поэтому преобразуем уравнение с помощью следующих свойств:
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где [image: image16.png]


– это число, [image: image18.png]


– это матрица.
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где [image: image21.png]


 и [image: image23.png]


 – матрицы соответствующей размерности.

Тогда уравнение преобразуется следующим образом:
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Таким образом, формула (1) является конечной формулой расчета коэффициентов функции преобразования. Стоит отметить, что при наличии шумовых воздействий на систему коэффициенты, вычисленные по данной формуле, будут максимально приближенными к реальным коэффициентам, с величиной дисперсии прямо пропорциональной силе шумового воздействия.

Постановка задачи для лабораторной работы

Имея таблицу статистических данных [image: image30.png]


 и [image: image32.png]


, а также зная вид функции[image: image34.png]fao



и используя МНК,  восстановить коэффициенты  – элементы матрицы[image: image36.png]


.

В случае неопределенности вида функции, зная только точечный разброс наблюдений, насколько возможно восстановить вид самой функции. Подготовить краткий алгоритм поиска вида функции
.

Рекомендации по использованию некоторых функций в Matlab, краткое их описание

Для графической иллюстрации решения необходимо изобразить на одном и том же графике статистические данные  в виде точек и график полученной функции[image: image38.png]x )



в виде линии. 

Для изображения точек рекомендуется использовать уже известную Вам функцию построения графиков plot. plot([image: image40.png]


,[image: image42.png]


) – построит непрерывный график по точкам, где в качестве аргумента будет выступать [image: image44.png]


. Для отображения данных координат в виде точек необходимо ввести дополнительный параметр ‘.’: plot([image: image46.png]


,[image: image48.png]


,’.’)

Возможны и другие типы маркировки, часть из них приведена в табл.1:
Таблица 1
	Символ
	Тип маркера

	.
	точки

	o
	кружки

	*
	звездочки

	d
	пятиугольник

	x
	кресты

	s
	квадраты


Кроме того, существует большая вероятность, что точки могут совпасть с линией и иллюстрация окажется ненаглядной. Поэтому необходимо использовать разные цвета графиков. Цвета вводятся аналогично параметрам маркировки и, как правило, обозначаются первой буквой английского названия цвета (табл.2).
Таблица 2
	Символ
	Цвет

	r
	красный

	g
	зеленый

	b
	синий

	c
	голубой

	m
	фиолетовый

	y
	желтый

	b
	черный

	w
	белый


Спецификаторы цвета и типа маркера заключаются в апострофы, внутри которых порядок их обозначения не важен. Таким образом, чтобы нарисовать точки по матрицам u и x в виде фиолетовых звездочек задаем выполнение оператор: plot([image: image50.png]


,[image: image52.png]


,’m*’).
Задача прогнозирования спроса на товары длительного пользования с помощью логистической функции

Вопрос прогнозирования спроса на товар является критичным для каждой торговой фирмы. На сегодняшний день большинство местных компаний решает вопросы о размерах закупок больше на интуитивном уровне, учитывая свой предыдущий опыт. Однако мы рассмотрим очень формальную модель, позволяющую спрогнозировать спрос на товары длительного пользования. 

 Задана математическая модель зависимости спроса на товары длительного пользования в виде дифференциального уравнения первого порядка:
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где [image: image55.png]


 –текущее время;


[image: image57.png]v(t)



 – обеспеченность товаром;


[image: image59.png]


 – коэффициент «насыщенности товара»;


[image: image61.png]


 – коэффициент пропорциональности.

Вопросы к самостоятельному пониманию

· Какой физический смысл носит обеспеченность товаром, в чем она измеряется?

· Какой физический смысл у [image: image63.png]


 и[image: image65.png]


?

Определим параметры данной модели ([image: image67.png]


 и [image: image69.png]


).
Для этого необходимо привести задачу к подстановке в виде:


[image: image70.wmf])
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(2)

Сначала разрешим в общем виде дифференциальное уравнение:
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(3)

Однако уравнение (3) привести к виду (2) не представляется возможным, потому идентификация параметров с помощью изложенного ранее алгоритма МНК не представляется возможным. Тогда преобразуем дифференциальное уравнение в разностное и определим параметры[image: image74.png]


 и [image: image76.png]


.


[image: image77.wmf])

(

)

(

2

t

Ky

t

KAy

dt

dy

-

=



[image: image78.wmf]2
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1

t

t

t

t

tKy

tKAy

y

y

D

-

D

+

=

+





(4)

В терминах 
[image: image80.wmf])
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 (4) можно представить в виде:
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Пример

Пусть фирма Сигма занимается поставкой жидкокристаллических мониторов в Кыргызстан. На сегодняшний день сотрудники фирмы собираются оформить заказ на поставку новой партии мониторов. Фирма заинтересована в высокой ликвидности своих оборотных средств, а потому хочет закупить товар, который бы был раскуплен полностью в ближайший месяц. Сотрудники аналитического отдела фирмы Сигма должны спрогнозировать спрос на мониторы на месяц вперед. Для прогнозирования спроса на мониторы аналитики будут использовать вышеуказанную модель обеспеченности товаром:
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Зная спрос на товары (табл.3) каждую неделю в течение всего периода работы фирмы (30 недель) аналитики определят соответствующую обеспеченность товаром и идентифицируют параметры [image: image85.png]


 и [image: image87.png]


.
Таблица 3
	Номер недели
	Спрос на мониторы (штук)
	Обеспеченность

	1
	180
	3680

	2
	190
	3870

	3
	190
	4060

	4
	200
	4260

	5
	240
	4500

	6
	240
	4740

	7
	250
	4990

	8
	270
	5260

	9
	270
	5530

	10
	280
	5810

	11
	300
	6110

	12
	300
	6410

	13
	310
	6720

	14
	320
	7040

	15
	320
	7360

	16
	340
	7700

	17
	340
	8040

	18
	350
	8390

	19
	350
	8740

	20
	370
	9110

	21
	360
	9470

	22
	370
	9840

	23
	360
	10200

	24
	400
	10600

	25
	400
	11000

	26
	400
	11400

	27
	300
	11700

	28
	400
	12100

	29
	400
	12500

	30
	400
	12900

	31
	300
	13200


Найдем теперь параметры[image: image89.png]


 и [image: image91.png]


 в соответствии с процедурой изложенной выше с помощью МНК.

Получаем: [image: image93.png]


 =22178, [image: image95.png]K =8 EMBED Equation.3 888.




Теперь, имея модель, основанную на предыдущих продажах, спрогнозируем обеспеченность на 4 недели вперед (на месяц):

[image: image97.png]


32=13623
[image: image99.png]


33=13979
[image: image101.png]


34=14329
[image: image103.png]


35=14672
Графически это показано на рис. 1:
[image: image104.png]



Рисунок 1
Отсюда находим прогнозируемые продажи (как разницу между текущим и предыдущим уровнями насыщения):

423
 356
 350
 343 (мониторов) соответственно по неделям.

Таким образом, размер закупок мониторов будет оценен аналитическим отделом в 1472 монитора (как сумма прогнозируемых продаж).

Постановка задачи для лабораторной работы

Задана статистика конъектуры спроса на конкретный товар длительного пользования в виде таблицы для дискретных интервалов времени.

Необходимо:

a. Используя статистику конъектуры спроса на конкретный товар длительного пользования и метод наименьших квадратов определить наилучшую оценку по МНК для параметров модели[image: image106.png]


 и [image: image108.png]


. (Необходимо четко описать все этапы сбора информации о конкретном товаре, а также все этапы анализа).

b. По восстановленной модели спрогнозировать спрос на товар длительного пользования на[image: image110.png]


 тактов вперед.

*
. Объясните в отчете правомерность замены непрерывного дифференциального уравнения разностным уравнением. Объясните последствия данной замены.

Рекомендации по использованию некоторых функций в Matlab, краткое их описание

Для программирования данного алгоритма, Вам могут понадобиться следующие функции:

F=Zeros(m,n)

Данная функция создает матрицу размерностью [image: image112.png]mxn



, заполненную нулями. Таким образом, при заполнении элементов матрицы по какой-либо формуле, в программе уже будет костяк матрицы, а дальше работа будет вестись конкретно с каждым из элементов.

Пример: необходимо создать матрицу-строку, каждый из элементов которой будет квадратом соответствующего его порядковому номеру натурального числа. Числоэлементовматрицы – [image: image114.png]


.

n=4;

matrica=zeros(1,n);

for i=1:n

matrica(1,i)=i^2;

end
Оптимизация поставок скоропортящихся продуктов

На сегодняшний день сфера розничной торговли очень развита и, как правило, находится в руках частных предпринимателей. Часто розничный торговцы сталкиваются с проблемой выбора размера заказа, так как часто объект продажи является скоропортящимся продуктом, а значит, нераспроданный товар уже в течение очень короткого времени приходит в негодность, и ведет к убыткам. По этой причине размер закупок определяется из интуитивного ожидания продаж, исходя из продаж прошлых периодов, часто с определенной долей осторожности, что может вести к недополученной прибыли, из-за неполного удовлетворения спроса. Рассмотрим формальную модель расчета оптимального заказа, которая носит вероятностный характер и основывается на опыте продаж предыдущих периодов.

Задана математическая модель зависимости «ожидаемой» средней прибыли от реализации скоропортящихся товаров.
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 – число заказываемых в день единиц товара, целое число;
[image: image119.png]


 – прибыль на каждую единицу проданного товара;
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 – убыток на каждую единицу непроданного (возвращаемого) товара;

[image: image123.png]


 – спрос, то есть количество единиц товара, которое можно продать при условии, что 
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– вероятность того, что спрос будет равен d в случайно выбранный день;
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 – чистая прибыль в день (показатель, тесно с ней коррелированный, близкий к математическому ожиданию чистой прибыли в день).

Основной сложностью использования данной модели является неопределенность вероятностей объема спроса и отсутствие точной методологии для расчета данных вероятностей. Одним из возможных вариантов заполнения значений вероятности является предположение о нормальности распределения. Тогда достаточно рассчитать математическое ожидание и дисперсию ряда и с помощью функции нормального распределения восстановить вероятности возникновения каждого из объемов спроса. Такой подход решает сразу несколько проблем – сумма вероятностей всегда будет равна 1, что требует модель, а границы остановки (или максимальное и минимальное значения спроса, для которых рассчитывается вероятность) автоматически определяется обнулением вероятности его возникновения. Однако сложность заключается в справедливости самой гипотезы – то есть решение о возможности применения данного подхода решается в каждом конкретном случае по оценке степени нормальности выборки. 

Альтернативным вариантом, не требующим нормальности распределения вероятностей, является расчет вероятностей по стандартной формуле 
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. Однако в этом случае возникают следующие проблемы, решение которых носит также вероятностный и весьма условный характер:

1. Существует высокая вероятность возникновения «дыр». Например, может возникнуть ситуация, когда вероятность продажи 5 штук будет равна 10%, 6 – 0%, а 7 – 15%. Это будет связано с тем, что в течение наблюдаемого периода спрос никогда не был равен 6, при этом принимать вероятность продажи 6 равной 0 нелогично, так как довольно часто встречались продажи на уровне 5 и 7. 

2. Довольно сложно определить границы обнуления вероятностей. Дело в том, что факт отсутствия продаж выше или ниже какого-либо значения за наблюдаемый период вряд ли может говорить о нулевой вероятности возникновения продаж выше или ниже ранее встречающихся. Таким образом, трудно определить границы полного обнуления вероятности продаж.

Вопросы к самостоятельному изучению

1. Каким образом можно проверить гипотезу о нормальном распределении ряда?

2. Как можно нивелировать недостатки расчета вероятностей вторым методом?

3. Как еще можно заполнить ряд вероятностей?

4. Назовите основные недостатки данной модели для практического применения?

Пример

Формирование таблицы статистической вероятности определенного спроса.

Пусть мы работаем с некоторым магазином «Salat». Данный магазин занимается реализацией салатов, для упрощения рассмотрим закупку салата «Оливье» на реализацию. Изучим размеры закупок и реализации (табл.4) данного салата за последние 30 дней (срок годности салата – 1 сутки).
Таблица 4
	Размер закупки
	Реализация

	110
	77

	100
	78

	100
	86

	100
	90

	110
	92

	110
	94

	100
	95

	100
	95

	100
	95

	100
	96

	100
	97

	100
	97

	100
	97


Продолжение табл. 4

	100
	98

	105
	98

	110
	98

	100
	99

	105
	99

	100
	99

	100
	100

	120
	101

	110
	104

	110
	105


	110
	105

	110
	106

	110
	108

	110
	110

	120
	115


За спрос в закупочный период будем принимать реализацию каждого из дней наблюдений, исключая дни полных продаж.

Расчет оптимального объема закупок.

Теперь проанализируем данную таблицу, преобразовав ее в таблицу вероятности спроса. Если исходить из статистической вероятности – получим неравномерное распределение ее по дням, с нулевыми значениями, встречающимися между не нулевыми значениями. 

Поэтому будем исходить из предположения, что вероятности распределены по закону нормального распределения, исходя из средней величины – 97.64286 и среднеквадратичным отклонением – 8.340949. И тогда получим следующие значения (табл.5):

Таблица 5
	Спрос
	Вероятность по норм распред., %

	72
	0.042

	73
	0.061

	74
	0.086

	75
	0.120

	76
	0.165

	77
	0.224

	78
	0.299

	79
	0.394

	80
	0.511

	81
	0.653

	82
	0.824

	83
	1.024

	84
	1.255

	85
	1.516

	86
	1.806

	87
	2.119

	88
	2.452

	89
	2.796

	90
	3.143

	91
	3.483

	92
	3.805

	93
	4.097

	94
	4.348

	95
	4.549

	96
	4.691

	97
	4.769

	98
	4.779

	99
	4.720

	100
	4.596

	101
	4.411

	102
	4.173

	103
	3.892

	104
	3.577

	105
	3.242

	106
	2.895

	107
	2.549

	108
	2.213

	109
	1.893

	110
	1.596

	111
	1.327

	112
	1.087


Продолжение табл. 5
	113
	0.878

	114
	0.699

	115
	0.549

	116
	0.425

	117
	0.324

	118
	0.243

	119
	0.180

	120
	0.132

	121
	0.095

	122
	0.067

	123
	0.047

	124
	0.033

	125
	0.022

	126
	0.015

	127
	0.010

	128
	0.006

	129
	0.004

	130
	0.003

	131
	0.002

	132
	0.001

	133
	0.001

	134
	0.000

	135
	0.000

	136
	0.000

	137
	0.000


Теперь, используя имеющуюся математическую модель,  рассчитаем оптимальный объем закупок салата Оливье, (т.е. объем, при котором магазин «Salat» получит максимальную прибыль от их реализации). При этом известно, что с каждого проданного салата магазин имеет 15 сом чистого дохода, в то время как каждый непроданный салат приносит 25 сом убытка.

Составляем программу реализации модели в пакете Matlab.

График прибылей от объема покупок (рис. 2):

[image: image129.png]



Рисунок 2

Таким образом:

Оптимальный заказ – 96 единиц салатов Оливье, при этом [image: image131.png]


= 285.65.
Постановка задачи для лабораторной работы

Используя модель оптимизации поставок скоропортящихся продуктов:

1. На примере конкретного предприятия составить таблицу вероятностей уровней продаж конкретного товара. Объяснить порядок формирования данной таблицы.

2. Необходимо, используя данную статистику реализации скоропортящихся товаров, найти такое целочисленное [image: image133.png]


, которое максимизирует [image: image135.png]


 модели.

3. Дополнительно: придумать возможные варианты улучшения модели.

*
. Изложить в отчете все преимущества и недостатки расчета прогнозируемой вероятности спроса каждым из методов (используя нормальное распределение или расчет по формуле статистической вероятности).

Задача максимизации прибыли фирмы, выпускающей однотипную продукцию

В современных рыночных условиях, когда большинство хозяйствующих субъектов находятся в частной собственности и носят коммерческий характер, прибыль является главной конечной целью любого бизнеса. Однако непосредственно величина прибыли не является управляемым параметром, а зависит от многих факторов и параметров. Объем выпуска продукции, при которой фирма будет иметь максимальный размер прибыли, зависит не только от  конъюнктуры спроса на рынке, но и от характера изменения издержек фирмы с увеличением выпуска, а также от многих других факторов. Рассмотрим упрощенную модель оптимизации прибыли фирмы, выпускающей однотипную продукцию. 

Прибыль фирмы – целевая функция модели – запишем как разницу доходов от реализации и затрат:
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– доход от реализации [image: image140.png]


 единиц продукции
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[image: image142.wmf]n

– цена единицы продукции, которая определяется по формуле
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[image: image145.png]


 и [image: image147.png]


 – константы, параметры модели

[image: image149.png]IY)



 – издержки от производства [image: image151.png]


 единиц продукции
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[image: image154.png]


, [image: image156.png]


, [image: image158.png]


 –константы, параметры модели

В соответствии с законом о налогообложении фирма платит налог с продаж [image: image160.png]


% и налог на прибыль [image: image162.png]


%.

Таким образом, целевая функция преобразуется в следующий вид:


[image: image163.wmf][

]

)

1

(

)

(

)

1

(

)

(

)

(

w

Y

I

t

Y

R

Y

P

-

×

-

-

×

=


Пример

Пусть имеем данные о ценах и издержках на производство полиграфических  изделий – календарей (табл.6).
Таблица 6
	Объемвыпуска (ед)
	Цена ед. продукции (сом)
	Издержки (сом)

	1
	31.20
	23.06

	2
	30.40
	26.24

	3
	29.60
	29.54

	4
	28.80
	32.96

	5
	28.00
	36.50

	6
	27.20
	40.16

	7
	26.40
	43.94

	8
	25.60
	47.84

	9
	24.80
	51.86

	10
	24.00
	56.00

	11
	23.20
	60.26

	12
	22.40
	64.64

	13
	21.60
	69.14

	14
	20.80
	73.76

	15
	20.00
	78.50

	16
	19.20
	83.36

	17
	18.40
	88.34

	18
	17.60
	93.44

	19
	16.80
	98.66

	20
	16.00
	104.00

	21
	15.20
	109.46

	22
	14.40
	115.04

	23
	13.60
	120.74

	24
	12.80
	126.56

	25
	12.00
	132.50

	26
	11.20
	138.56

	27
	10.40
	144.74

	28
	9.60
	151.04

	29
	8.80
	157.46

	30
	8.00
	164.00

	31
	7.20
	170.66

	32
	6.40
	177.44

	33
	5.60
	184.34

	34
	4.80
	191.36

	35
	4.00
	198.50

	36
	3.20
	205.76

	37
	2.40
	213.14


Продолжение табл. 6
	38
	1.60
	220.64

	39
	0.80
	228.26

	40
	0.00
	236.00


В соответствии с законодательством Кыргызской Республики с предприятий взимается налог с розничных продаж 4% ([image: image165.png]


=0.04), а также налог на прибыль 20% ([image: image167.png]


=0.2).

Найдем объем выпуска при данных условиях, который бы максимизировал прибыль полиграфического издательства в случае производства календарей.

Сначала, с помощью метода наименьших квадратов определим все параметры-константы модели: [image: image169.png]a.b.c.d.e



 (табл.7).
Таблица 7
	
	32.00

	[image: image170.png]



	0.80

	
	0.06

	[image: image171.png]



	3.00

	[image: image172.png]



	20.00


Далее, максимизируем полученную функцию по[image: image174.png]


.

График прибыли от выпуска (рис. 3):

[image: image175.png]



Рисунок 3

Таким образом, максимальная прибыль достигается при выпуске в 17 единиц, при этом прибыль составляет 169.56 сом.
Вопросы к самостоятельному изучению:

1. Каков экономический смысл каждого из параметров [image: image177.png]a.b.c.d.e



?

2. Как изменение каждого из налогов будет влиять на размер оптимального выпуска?

3. Каковы на Ваш взгляд недостатки данной модели?

Постановка задачи для лабораторной работы

В виде таблиц заданы статистические данные зависимости цены на единицу продукции и издержек на производства от объемов выпуска продукции. Используя вышеизложенную модель необходимо:

1. Определить наилучшую оценку по МНК для всех параметров модели.

2. С учетом восстановленной модели провести максимизацию прибыли по объему выпуска.

3. Проанализировать модель и возможности её улучшения. Определить каким образом ставки налогов могут влиять на показатели работы фирмы.

*
. Разработать и изложить в отчете усовершенствованную модель, нивелирующую найденные вами недостатки.

Рекомендации по использованию некоторых функций пакета Matlab
Для нахождения максимального и минимального элементов матрицы, вместо традиционной цикличной схемы поэтапного сравнения элементов с текущим максимальным или минимальным значением соответственно пакет Matlab предлагает использовать функции max и min. Формат их идентичен, поэтому весь их функционал рассмотрим на примере функции max.

[image: image179.png]max(A4)



– возвращает максимальный элемент вектора [image: image181.png]


. 

Например,

[image: image183.png]A=[1234753]



, [image: image185.png]max(4) =




или[image: image187.png]A=11; 2




, [image: image189.png]max(4) =





Если [image: image191.png]


 – матрица, то[image: image193.png]max(A4)



возвращает вектор-строку, каждый из элементов которого является максимальным элементом соответствующего столбца матрицы [image: image195.png]


.

Например,
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[image: image198.png]max(4)=[327]




Также функция[image: image200.png]max (=)



может использоваться для выбора максимальных элементов из нескольких матриц в 1.

[image: image202.png]max(4, B)



 –возвращает матрицу тех же размеров, что и [image: image204.png]


и[image: image206.png]


 , при этом ее элементами являются максимальные из двух матриц.
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Методы численного нахождения экстремума функции одной переменной

1. Метод дихотомии – деления отрезка пополам

Пусть имеется унимодальная на интервале
[image: image210.wmf][
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функция 
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. Для отыскания минимума данной функции обратимся к алгоритму метода дихотомии:

1. Поиск минимума начинается с выбора 2-х точек 
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где 
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– маленькое положительное число, параметр метода.
При малых 
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2. Сравниваем 
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	Если 
[image: image220.wmf])

(

)

(

2

1

u

J

u

J

£

:

[image: image221.wmf]2

1

1

,

u

b

a

a

=

=
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3. Процедура повторяется и с интервалом 
[image: image224.wmf][
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, так как именно он содержит минимум (вследствие принципа его выбора в пункте 2).

Процесс деления отрезка пополам можно продолжать пока на k-й итерации 
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[image: image226.wmf]e

– заданная точность.

Выведем оценочную формулу максимального количества итераций данного метода.

Выпишем последовательно интервалы поиска минимума на каждой из итераций.
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[image: image228.wmf]Найдем [image: image230.png]


 – оценку максимального количества итераций.
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[image: image234.png]


 – оценка количества итераций. Так как на каждой итерации функция считается дважды, то, если всего необходимо [image: image236.png]


 итераций, оценка для[image: image238.png]


 будет выглядеть следующим образом:
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Пример

Пусть в Банке N аналитическому отделу была поставлена задача минимизации риска определения кредитного портфеля по выдаче кредитов малому бизнесу. Сам параметр риска не является строго рассчитываемым и, как правило, носит оценочный характер. Предположим, что исходя из теории  принятой за основу в данном конкретном банке, риск представляется в виде зависимости от количества выданных кредитов в рамках максимальной суммы портфеля.
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Найдем минимум для этой функции на отрезке от [3 50] (внешнее условие исходя из суммы кредита – количество кредитов не может быть больше 50 и меньше 3). 
Графическая интерпретация (рис. 4):
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    Рисунок 4

Таким образом:[image: image243.png]


 =14.7730;
[image: image245.png]


 =46.7750;
10 – количествоитераций, закоторыедостигнутминимум.

2. Метод золотого сечения

Алгоритм метода схож с методом дихотомии, за исключением только способа расчета точек сравнивания 
[image: image246.wmf]2
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,

u
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– которые теперь выступают малым и большим «плечами» в пропорции золотого сечения. 

Если дан отрезок 
[image: image247.wmf][

]

b
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,

 нужно найтинекоторую такую [image: image249.png]


 – точку деления в пропорции золотого сечения (рис. 5), тогда имеет место равенство: 
[image: image250.wmf]x
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[image: image251]
Рисунок 5
Таким образом, получаем пропорции золотого сечения: малое плечо 0.382, большое плечо 0.618. На первый взгляд очевидно что, каждая итерация по Золотому сечению уменьшает отрезок не в 2 раза, как в методе Дихотомии, а лишь на 38.2%. Однако заметим, что 0.6182 =0.382, а значит одно из плеч на k-том шаге, станет одним из плеч на ([image: image253.png]


+1) шаге, тем самым на каждом шаге, кроме первого мы будем производить лишь одно вычисление функции, вместо двух в методе Дихотомии, значит, метод является более рациональным с точки зрения количества вычислений функции.

Выведем оценочную формулу для максимального количества итераций (вычислений):
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Пример

Теперь рассчитаем количество кредитов из портфеля, минимизирующеериск, из предыдущего примера методом золотого сечения. 

Графическая интерпретация (рис. 6):

[image: image255.png]



     Рисунок 6

Таким образом: [image: image257.png]


 =14.7767;
[image: image259.png]


 =46.7750;
15 – количествоитераций, закоторыедостигнутминимум.
Вопросы для самостоятельного изучения

1. Какой метод на Ваш взгляд является более эффективным и почему?

2. Существуют ли ограничения по применению каждого из методов?

3. Существует ли разница в точности между данными методами?

4. В чем разница между понятиями точность и погрешность?

Постановка задачи для лабораторной работы

Дана функция[image: image261.png][{¢9)



–унимодальная на интервале 
[image: image262.wmf][

]

b

a

,

. Необходимо:

1. Реализовать алгоритм дихотомии для поиска минимума. Привести графическую иллюстрацию поиска решения. Посчитать количество итераций и вычислений функции – фактически и по оценочной формуле.

2. Реализовать алгоритм метода золотого сечения для поиска минимума. Привести графическую иллюстрацию поиска решения. Посчитать количество итераций и вычислений функции – фактически и по оценочной формуле.

3. Провести сравнительный анализ обоих методов по оценочным формулам и по фактическим вычислениям.

4. Дополнительное требование: вычисление функции реализовать в виде подпрограммы.

*.
 Подобрать в качестве функции[image: image264.png][{¢9)



реально используемую модель в любой экономической сфере. Оформить отчет,интерпретируя экономическое значение результатов.

Процедура-функция в пакете Matlab
Для создания процедур функций в пакете Matlab применяется функция function. Как правило процедура-функция создается отдельным файлом, с именем функции, используемом как имя файла, и находится в текущей директории работы программы.

function[[image: image266.png]v1,v2 ....yn



]=name([image: image268.png]x1,x2 .xn



)

Далее в тексте программы производится расчет результативных переменных – [image: image270.png]


 из входных переменных [image: image272.png]x1..xn



.

Например, создадим процедуру функцию для расчета функции риска из предыдущих примеров.

function[r]=risk(n)

r=sin(3.14/n)*exp((15-n)/n)*n*n

Текст программы сохраняем в файле risk.m текущей директории основной программы.

Методы оптимизации функций нескольких переменных

Предположим теперь, что в банке A  в отличие от банка N, рассматриваемого в предыдущем разделе аналитики используют агрегированную функцию рискованности вложений, которая зависит от двух величин [image: image274.png]


 и [image: image276.png]


.

Пусть агрегированный показатель риска [image: image278.png]


 рассчитывается в виде следующей функции:

И 
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Графическая интерпретация (рис. 7): 
[image: image280.png]



Рисунок 7
Рассмотрим далее методы оптимизации такого рода функций.

Градиентный метод с постоянным шагом

Пусть 
[image: image281.wmf]i

x

определяет произвольную точку на множестве аргументов функции 
[image: image282.wmf](
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. Тогда для достаточно малых 
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, эту функцию можно разложить в ряд Тейлора в окрестности точки 
[image: image284.wmf]i

x

 оставив линейный член и пренебрегая членами высшего порядка малости:
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Очевидно, что для 
[image: image286.wmf]i
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 заданной длины MIN разности 
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 будет достигаться, если 
[image: image288.wmf]i
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сонаправлен (коллинеарен) вектору 
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Тогда
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Значит

[image: image292.wmf]1
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Откуда итеративный алгоритм принимает следующий вид:
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Задача выбора шага для метода является основой разделения дальнейших методов – с оптимизацией шага и эвристического выбора шага.

Найдем минимум [image: image295.png]


 на интервале 
[image: image296.wmf][
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Проведем численные эксперименты по скорости нахождения минимума при разных начальных приближениях.

[2;-2]
[image: image298.png]


=2462
Xmin=[3.3955;0.0020]
Fmin=-10.7392

[4;4]
[image: image300.png]


=2318
Xmin=[3.3958;0.0689]
Fmin=-10.7370

[1;0]
[image: image302.png]


=4278
Xmin=[-1.5161;0.0585]
Fmin=-1.9009 

Таким образом, при нахождении начального приближения на отрезке спуска к другому локальному минимуму этот метод не способен  найти глобального минимума по всему интервалу. 

Вывод: метод нахождения минимума градиентным методом с фиксированным шагом является, как правило,многоитерационным, и сфера его применения ограничивается поиском минимума на простых поверхностях, без наличия локальных снижений.

Проведем эксперимент с изменением шага. Проведем те же расчеты при шаге 0,01 (вместо 0,001).

[2;-2]
[image: image304.png]


=245
Xmin=[3.3955;0.0023]
Fmin=-10.7392

[4;4]
[image: image306.png]


=289
Xmin=[3.3956;0.0337]
Fmin=-10.7393

[1;0]
[image: image308.png]


=444
Xmin=[-1.5249;0.0633]
Fmin=-1.9015

Таким образом, при увеличении шага в 10 раз мы наблюдаем уменьшение количества итераций – что логично, но и увеличение точности. Это происходит за счет того, что реальный просчет остановки итерационной процедуры при большем шаге отстоит на большем расстоянии друг от друга, поэтому остановка происходит позже. Однако очевидно, что его увеличение может носить только разумный ограниченный характер, чтобы избежать перескоков. Выбор между количеством итераций и точностью разумно выбирать в каждом конкретном примере, для каждой конкретной функции.

Градиентный метод с оптимизацией шага

В качестве оптимального шага будем принимать шаг, который позволяет достичь минимума целевой функции на k-той итерации, то есть выбор шага [image: image310.png]


 будет определяться с помощью алгоритмов одномерной оптимизации (дихотомии или золотого сечения) на каждом из шагов исходя из целевой функции, зависимой только от[image: image312.png]


.
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Таким образом, минимум функции будет достигаться быстрее, чем в случае с фиксированным шагом.
Графическая интерпретация (рис. 8):
[image: image314.png]



Рисунок 8

Итак достигнут минимум [image: image316.png]


=-10.7370, в точке [image: image318.png]


=(3.3958;-0.0320) за 188 итераций.

Эвристический метод выбора шага

Эвристический способ выбора шага 
[image: image319.wmf]k

исходит из условия, что:если вы далеко находитесь от MIN-а, то шаг надо делать большим (ускоряя этим процесс поиска MIN-а), а если близко – шаг надо делать маленьким, чтобы не проскочить MIN-м. Один из возможных методов контроля шага предполагает установление некоторого критерия для шага
[image: image320.wmf]k

 основанного на том, что если вы далеко от MIN-а и угол между соседними векторами будет острым, то шаг надо увеличивать «в» или «на». А если угол становится больше, то шаг 
[image: image321.wmf]k

 надо уменьшить «в» или «на».

Градиент функции 
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– это вектор-столбец, составленный из 1-х частных производных
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 по 
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, значения которых вычисляются в конкретной точке 
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Критерий остановки итеративного алгоритма:
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Метод Ньютона

Необходимо:

1. написать программу, реализующую метод Ньютона для поиска MIN – а функции; использовать подпрограмму, вычисляющую градиент и матрицу Гесса численным методом;  

2. выбрать стартовую точку 
[image: image328.wmf]0

x

 в окрестности локального MIN–а; процесс поиска MIN-а интерпретировать графически, используя 2D и 3D построение;   

3. провести тестирование алгоритма на нескольких целевых функциях и оценить сходимость в точке MIN-а (количество шагов); для одной и той же функции путем выбора точки 
[image: image329.wmf]0

x

 посмотреть, как изменяется траектория спуска.

Имеется функция 
[image: image330.wmf])
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Разложим функцию 
[image: image331.wmf](
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 в ряд Тейлора в окрестности точки 
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Найдем экстремальную точку по 
[image: image334.wmf]i
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 разности 
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D

. Это выполняется из условия
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Откуда
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Таким образом, итерационная процедура Ньютона принимает следующий вид:
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Заметим, что в данном методе величина и направление шага определеныточно. Чаще всего используется Нормированный метод Ньютона, который имеет следующий вид:
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Градиент функции 
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– это вектор-столбец, составленный из 1-х частных производных[image: image341.wmf](
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 по 
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, значения которых вычисляются в конкретной точке 
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Матрица Гесса [image: image346.png]Fox(X;)



 – это матрица, составленная из 2-х частных производных
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, значения которых вычисляются в конкретной точке 
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Критерий остановки итеративного алгоритма:
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Применим метод Ньютона одновременно с градиентным методом оптимизации шага.
Графическая интерпретация (рис. 9):
[image: image352.png];i)\
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Рисунок 9
Таким образом достигнут минимум [image: image354.png]


=-10.7370, в точке [image: image356.png]


=(3.3960;-0.0133) за 897 итераций.

Результаты показывают, что значение целевых функций одинаково и при градиентном методе с постоянным шагом, и эвристическом выборе шага, и методе Ньютона. 

Алгоритм случайного поиска (алгоритм Растригина)

Итерационная процедура поиска имеет вид:
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где

[image: image358.wmf]i

l

– скаляр >0 – величина шага, который увеличивается после удачного шага, и уменьшается после неудачного шага;
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– это вектор «предыстории», указывающий среднее направление поиска на предыдущих шагах.

Определяется по следующей схеме:
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где 
[image: image361.wmf]i
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 – это единичный вектор нормальных отклонений, который формулируется с помощью генератора псевдослучайных чисел;
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 – коэффициент, который можно изменять в процессе поиска решения 
[image: image363.wmf]1
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 и который распределяет доли случайности и регулярности в направлении поиска.

Если 
[image: image364.wmf]Þ
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 чисто случайная стратегия поиска;
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основан на предыстории.
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– это постоянный весовой множитель 
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Схема:

На k-том этапе, чтобы получить 
[image: image368.wmf]1
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, случайный вектор 
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 и вектор предыстории 
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 усредняются.

Вектор 
[image: image371.wmf]1
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 будет принят или отвергнут в зависимости от того выполняется неравенство или нет:
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После того как 
[image: image373.wmf]1

+

i

x

принят или отвергнут,
[image: image374.wmf]i

l

 увеличивают или уменьшают (сужаем область).

Минимум [image: image376.png]


=-10.7395, в точке [image: image378.png]


=(3.3960;0.0192). Минимум достигнут за 245 итераций.

Стоит отметить, что наиболее важным плюсом этого метода является его 100% работа на поиск глобального минимума на любой поверхности. Что касается условного минимума, то для его отыскания требуется жесткий контроль за уменьшением
[image: image379.wmf]l

на каждом удачном шаге.

Вопросы к самостоятельному изучению

1. Почему метод Ньютона требует комбинирования с другими методами?

2. Когда каждый из методов наиболее эффективен?

3. В чем недостатки и преимущества метода случайного поиска?

4. Чем можно объяснить неэффективность градиентных методов на плоских поверхностях?

5. Изучите работу каждого из методов на Банановой функции пакета Matlab. В чем сложность данной функции для поиска экстремума?

Постановка задачи для лабораторной работы

Дана функция[image: image381.png][{¢9)



–унимодальная на интервале 
[image: image382.wmf][

]

b

a

,

. Необходимо:

1. Придумать функцию двух переменных, с выраженным минимумом. Провести полную графическую иллюстрацию.

2. Реализовать алгоритм всех методов оптимизации для поиска минимума. Привести графическую иллюстрацию поиска решения. 

3. Провести численные эксперименты, варьирую различные параметры методов. Сделать выводы.

4. Провести иллюстрацию нахождения минимума по каждому из методов.

5. Провести сравнительный анализ всех методов. Разработать рекомендации к применению каждого из них в зависимости от функции

*.
 Выработать универсальный алгоритм, использующий несколько методов на разных этапах, для нахождения экстремума функций любого вида или пояснить невозможность его существования.
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